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v* >
Oy === 0 (9.15)

(aceleracion centripeta de un punto de un cuerpo en rotacion)

Esto se cumple en todo instante aun si @ y v no son constantes. La componente
entripeta siempre apunta hacia el eje de rotacion.
La suma vectorial de las componentes centripeta y tangencial de la aceleracién
de una particula en un cuerpo en rotacién es la aceleracion lineal a@ (Fig. 9.11).

. I Es importante recordar que la ecuacién (9.1), s = r6, es vélida s6-
lo si 6 se mide en radianes. Lo mismo sucede con todas las ecuaciones derivadas
de ella, incluidas las ecuaciones (9.13), (9.14) y (9.15). Al usar estas ecuaciones,
debemos expresar los &ngulos en radianes, no revoluciones ni grados (Fig. 9.12).
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Un lanzador de disco gira el disco en un circulo con radio de 80.0 ¢cm.
En cierto instante, el lanzador gira con rapidez angular de 10.0 rad/s
y la rapidez angular estd aumentando a razén de 50 rad/s>. Calcu-
le las componentes de aceleracion tangencial y centripeta del disco
en ese instante y la magnitud de esa aceleracion.




EJECUTAR: De las ecuaciones (9.14) y (9.15):

(g = ra = (0.800 m) (50.0 rad/s*) = 40.0 m/s?
(g = @'r = (10.0 rad/s)*(0.800 m) = 80.0 m/s*

La magnitud del vector aceleracion es

a=Y amz + amdz = §9.4 m/52




Imagine que le piden disefiar una hélice de avion que gire a 2400
rpm. La rapidez de avance del avién en el aire debe ser de 75.0 m/s
(270 km/h), y la rapidez de las puntas de las paletas de la hélice en
el aire no debe exceder 270 m/s (Fig. 9.14a). (Esto es cerca de 0.80
veces la rapidez del sonido en aire. Si las puntas se movieran con la
rapidez del sonido, producirian un ruido tremendo. Al mantener es-
ta rapidez en un nivel suficientemente menor, el ruido se hace acep-
table.) a) ;Qué radio maximo puede tener la hélice? b) Con este
radio, qué aceleracion tiene la punta de la hélice?




rev
@ = 2400 rpm = (2400 , )(
min
= 251 rad/s

27T rad)(l min)

Il rev J| 60s

a) Segun la figura 9.14b y la ecuacion (9.13), la magnitud de la ve-
locidad vy, esta dada por

2 2

- 2
Viotal = VA

+vg =v + r'w
asi que

B s gy " s
2 Utotal Ua 08 \/vto(al Ua

re = > o
w w

S1 0, = 270 m/s, el radio de la helice es

V(270 mss)? — (75.0m/s)? i
e 251 rad/s o e

b) La aceleracion puramente centripeta es

P
ey - Wr

= (251 rad/s)*(1.03 m) = 6.5 X 10* m/s




. Qué relacion hay entre las velocidades angulares de las ruedas denta-
das de bicicleta de la Fig. 9.15 y el nimero de dientes de cada rueda?

Rueda 9
dentada

trasera . *-'f.'f:'"j" L

1y ‘ﬁix‘
Rucda dentada
~) delantera




La cadena no resbala ni se estira, asi que se mueve con la misma ve-
locidad tangencial v en ambas ruedas. Por la ecuacion (9.13),

U = riw; = r,w, asique

W

La rapidez angular es inversamente proporcional al radio. Esto se
cumple también para poleas conectadas con una correa, siempre que
ésta no resbale. En el caso de las ruedas dentadas, los dientes deben

estar equiespaciados en sus circunferencias para que la cadena em-
bone correctamente. Sean N, y N, los numeros de dientes; la condi-
cidn de que el espaciado de los dientes sea igual en ambas ruedas es

2mry 27,
N




1 1
K= Emlrlzwz + Emzrz'“’a)2 + v =

Sacando el factor comiin w?/2 de esta expresion, tenemos

1 1
K= E(m,rl2 + myry + )’ = E(Zm,-r,-z)wz

La cantidad en paréntesis, que se obtiene multiplicando la masa de cada particula por
el cuadrado de su distancia al eje de rotacién y sumando los productos, se denota con
'y es el momento de inercia del cuerpo para este eje de rotacion:

I=mrd+ myri + Zm T; (9.16)

(definicion de momento de inercia)

La palabra “momento” implica que 7 depende de la distribucion espacial de la ma-
sa del cuerpo; nada tiene que ver con el tiempo. Para un cuerpo con un eje de ro-
tacién dado y una masa total dada, cuanto mayor sea la distancia del eje a las
particulas que constituyen el cuerpo, mayor sera el momento de inercia. En un




» Masa cercana al eje « Masa més lejos del eje
- » Momento de inercia pequeiio » Mayor momento de inercia
» Es fécil poner a girar el aparato | » Es mads dificil poner a girar el aparato




(energia cinética rotacional de un cuerpo n’gido) (9.17)

La energia cinética dada por la ecuacion (9.17) no es una nueva forma de energia;
es la suma de las energias cinéticas de las particulas que constituyen el cuerpo ri-
gido, escritas en ima forma compacta y conveniente en términos del momento de
inercia. Al usar la ecuacion (9.17), w debe medirse en radianes por segundo, no re-
voluciones ni grados por segundo, a fin de dar K en joules; la razon es que usamos
v; = r;w en la deduccion.




Un ingeniero esta disenando una pieza mecanica formada por
tres conectores gruesos unidos por puntales ligeros moldeados
(Fig. 9.17). a) ;Qué momento de inercia tiene este cuerpo alrededor
de un eje que pasa por el punto 4 y es perpendicular al plano del
diagrama? b) ;Y alrededor de un ¢je coincidente con la varilla BC?
¢) Si el cuerpo gira sobre el eje que pasa por 4 y es perpendicular
al plano del diagrama, con rapidez angular @ = 4.0 rad/s, ;qué
cnergia cingtica tienc?




EJECUTAR: a) la particula en el punto A esté sobre el eje; su distan-
cia r respecto al eje es 0, asi que no contribuye al momento de ner-
cia. La ecuacion (9.16) da

1= Y mpr?= (0.10kg)(0.50m)? + (0.20kg)(0.40m)’

= (0.057 kg * m*

b) Las particulas en B y C estan sobre el gje, asi que, para ellas. » = 0,
y ninguna contribuye al momento de inercia. Sélo A contribuye, v =-
NEmos

I=>mr?=(030kg)(0.40m)* = 0.048 kg m"

¢) Por la ecuacion (9.17),

%k,,? = %(0.057 kg *m?) (4.0 rad/s)* = 0.46]




(a) Varilla delgada, (b) Varilla delgada, (¢) Placa rectangular, (d) Placa rectangular delgada,
eje por el centro eje por un extremo cjc por ¢l centro ¢je en un borde

MR?

1,
1= L1arz+ R & e

(¢) Cilindro hueco (f) Cilindro relleno (2) Cilindro hueco de (h) Esfera rellena (i) Esfera hueca de
pared delgada - pared delgada




Un cable ligero, flexible y que no se estira esta enrollado varias
vueltas en el tambor de un malacate, un cilindro s6lido de 50 kg y
0.120 m de diametro, que gira sobre un eje fijo horizontal montado
en cojinetes sin friccion (Fig. 9.18). Una fuerza constante de mag-
nitud de 9.0 N tira del extremo libre del cable a lo largo de una dis-
tancia de 2.0 m. El cable no resbala, y hace girar al cilindro al
desenrollarse. Si el cilindro estaba inicialmente en reposo, calcule
su rapidez angular final y la rapidez final del cable.

d=0.120m




EJECUTAR: El trabajo efectuado sobre el cilindro es W, = Fs =
(9.0 N)(2.0 m) = 18 J. Segtin la tabla 9.2, el momento de inercia es

W k| :
I = 5MR- = 5(50 kg) (0.060 m)* = 0.090 kg * m*

(El radio R es la mitad del didmetro del cilindro.) La relacién K, +
Ul ;7 Wotras= K.’Z = ¢ Uzda

|
0+O+Wmm=-—[w2+0

2
| W, \/ 2(1817)
w - -~ —
! 0.090 kg * m>

= 20 rad/s

La rapidez tangencial final del cilindro, y por ende, la rapidez final
del cable es

v = Rw = (0.060 m) (20 rad/s) = 1.2 m/s




10.1 ;Cual de estas tres fuerzas de igual
magnitud tiene mayor probabilidad de
aflojar el perno apretado?




Momento de torsion =
(magnitud de fuerza) x (brazo de palanca)

” Linea de
- accion
F, tiene cero brazq de F,
de palanca

Brazo de palanca de

accion de F,

10.2 El momento de torsién de una fuerza
alrededor de un punto es el producto de

la magnitud de la fuerza y el brazo

de palanca.




F

tan

r=Fl=F_r
= Frsen ¢
i:‘ Tl - +F|Il 72=—F212
(afucr:ll de & ~~Linea de A menudo usaremos el simbolo
la pagina) accién
s de F
E— ®)
- [ = rsend¢
0 = brazo de palanca

10.3 El momento de torsion de la fuerza F
en torno al punto O se define como

7 = r X F. La magnitud de 7 es rF sen ¢.
Aqui, 7 y F estan en el plano del papel;
por la regla de la mano derecha del pro-
ducto vectorial, 7 apunta afuera de la
pagina hacia el lector.




(definicién del vector de momento de torsion )

Enrosque los dedos
de la mano derecha de
la direccién de r
hacia la direccidn

de F; el pulgar

estirado apunta en
‘ la direccion de 7

10.4 El vector de momento de torsion,

7 =7 X F se dirige sobre el eje del perno,
perpendicular tanto a ¥ como a F. La di-
reccion de 7 esta dada por la regla de

la mano derecha. Vemos que los dedos

de la mano derecha se curvan en la direc-
¢ion de la rotacion que el momento tiende
a causar.




Un plomero aficionado que no puede aflojar una junta ensarta un
tramo de tubo en el mango de su llave de tuercas y aplica todo su
peso de 900 N al extremo del tubo parandose en él. La distancia del
centro de la junta al punto donde actia el peso es de 0.80 m, y el
mango y el tubo forman un angulo de 19° con la horizontal (Fig.
10.5a). Calcule la magnitud y direccion del momento de torsion
que el plomero aplica en torno al centro de la junta.

7 (hacia la pagina)

_of2
= 71°

19° =
< : 2
(brazo de palanca) y

F=900N
(b)

()

10.5 (a) Un plomero aficionado trata de aflojar una junta parandose en una extension del
mango de la llave de tuercas. (b) Diagrama vectorial para calcular el momento de torsién

respecto a O.




! = (0.80 m) sen 109° = (0.80 m) sen 71° = 0.76 m

La ecuacion (10.1) nos dice que la magnitud del momento de tor-
sion es
r=Fl=(900N)(0.76 m) = 680 N'm




Momento de torsion y aceleracién

angular de un cuerpo rigido

Eje de

rotacién
Z

" Fy rad

0

10.7 Para aflojar o apretar un tornillo, es
10.6 Tres componentes de la fuerza neta p,reciso impartirle una aceleracién angular

actiian sobre una de las partiCUlaS de un y, por tanto, aplicar un momento de tor-

cuerpo rigido. Solo F,.,, tiene una sién. Esto se facilita si se usa un destorni-
componente z de momento de torsion llador con mango de radio grande, pues asi
alrededor de O. se aumenta el brazo de palanca de la fuerza

que aplicamos con la mano.



>1. = I, (10.6)

(analogo rotacional de la segunda ley de Newton para un cuerpo rigido)

|
1

Los momentos de
| torsién debidos a fuerzas
internas se cancelan:
71| sobre 2 + Tasobrel = 0

Linea de accién

de ambas fuerzas \l-?ﬂ 2
Brazo de

palanca de \
ambas fuerzas !

10.8 Dos particulas de un cuerpo rigido
ejercen fuerzas iguales y opuestas una so-
bre la otra. Si estas fuerzas actian a lo lar-
go de la linea que va de una particula a la
otra, los brazos de palanca de las dos fuer-
zas son iguales y los momentos de torsion
causados por ellas son iguales y opuestos.
Sélo los momentos de torsion externos
afectan la rotacion de un cuerpo rigido.




La figura 10.9a muestra la situacion que analizamos en el ejemplo
9.8 (seccion 9.4) usando métodos de energia. Se enrolla un cable
varias veces en un cilindro sélido uniforme de 50 kg con diametro
de 0.120 m, que puede girar sobre su eje. Se tira del cable con una
fuerza de 9.0 N. Suponiendo que el cable se desenrolla sin estirarse
ni resbalar, ;qué aceleracion tiene?

(a) (b)

10.9 (a) Cilindro y cable. (b) Diagrama de cuerpo libre para el
cilindro.



wniform sphere wmiforn ring umiform disk sniform rod

S~




EJECUTAR: El iinico momento de torsion alrededor del eje

cién se debe a la fuerza F, cuyo brazo de palanca es igual al radio R
del cilindro: /=R =0.060 m, asi que 7, = FR. (Este momento de tor-
sién es positivo porque tiende a producir una rotacioén horaria.) Por
el ejemplo 9.8, el momento de inercia del cilindro en torno al eje de
rotacién es / = $MR?. Por tanto, la ecuacion (10.6) nos da la acele-
racion angular del cilindro:

T. FR 2F 2(90N
Q=—=—= = ( ) = 6.0 rad/s®
I T MEY2 MR (50kg)(0.060 m)

(Verifique que éstas unidades sean correctas. Podemos afiadir “rad”
a nuestro resultado porque el radidn es una cantidad adimensional.)

Para obtener la aceleracion /ineal del cable, necesitamos una re-
lacion cinematica. En la seccion 9.3 sefialamos que la aceleracion
de un cable que se desenrolla de un cilindro es igual a la componen-
te tangencial de aceleracién de un punto en la superficie del cilin-
dro donde el cable es tangente a él. Dicha aceleracion tangencial
esta dada por la ecuacion (9.14):

a, = Ra = (0.060 m) (6.0 rad/s?) = 0.36 m/s* -




A record of mass M and radius R is free to rotate around an axis through its center. O. A
tangential force F is applied to the record. What must one do fo maximize the angular
acceleration?

(A) Make F and M as large as possible and R as small as possible
(B) Make M as large as possible and F and R as small as possible.
(C) Make F as large as possible and M and R as small as possible.
(D) Make R as large as possible and F and M as small as possible.
(E) Make F. M. and R as large as possible.




Solve for the tensions using Newton’s second law. For Mass 1:
ZF = 3mg-T, = 3ma

For Mass 2:
ZF = mg-T, = (-ma)




@ = Ra_gybstitute into the first equation:

JR(mg-mRa)-KR(mg+mRa) = _M'R (

2mgR — dmaR’

2mg

[ 77—
%MR L 4MR




La figura 10.10a muestra la situacion que analizamos en el ejemplo

9.9 (seccion 9.4) usando métodos de energia. Calcule la aceleracion
del objeto de masa m.

Cilindro

Objeto
colgante

10.10 (a) Cilindro, objeto y cable. (b) Diagramas de cuerpo libre
para el cilindro y el objeto que cuelga. La masa del cable se
supone despreciable.




"
Y1, =RT=la, = ~MR’a.

Al 1gual que en el ejemplo 10.2, la aceleracion del cable es igual a
la aceleracion tangencial de un punto en el borde del cilindro, que,
segun la ecuacion (9.14), es a, = a,,, = Ra.. Usamos esto para sus-
tituir (Rex.) por a, en la ecuacion anterior y luego dividimos entre R;
el resultado es

4
T = Szl-la.,

hora sustituimos ésta expresion para 7 en la segunda ley de New-
on para el objeto y despejamos la aceleracion a,;:

|
mg = Ma, = ma,

g
1 + M/2m




mg
1 + MP2m| 1 + 2m/iM

I'=mg — ma, = mg — m

La tension en el cable no es igual al peso mg del objeto; si asi fue-
ra, el objeto no podria acelerar.
Revisemos algunos casos especificos. Si M es mucho mayor
ue m, la tension es casi igual a mg, y por tanto la aceleracion es
ucho menor que g. Si M =0, T=0y a, = g ¢l objeto cae libre-
mente. Si ¢l objeto parte de una altura / sobre el piso con rapidez
inicial v, su rapidez v al golpear el piso estd dada por v* = v,* +
2a,h. Si parte del reposo, vy, =0y

2¢h
v="V2ah=,]| :

\/ 1 + M/2m




Objetivos: Después de completar este
modulo, debera:

e Definiry calcular el para
sistemas simples.

* Definiry aplicar los conceptos de

) 4

, y
a la solucion de problemas

fisicos.
* Aplicar principios de
a problemas que involucran
rotacion de cuerpos rigidos.



Inercia de rotacion

Considere la segunda ley de Newton para que la inercia de
rotacion se modele a partir de la ley de traslacion.

F=20N
— a=4m/s? Sl
M= F i k8
F=20N
R=0.5m t (20 N)(0.5 m)
a=2radls? | 1= & Tz - 2okgm?

S fuerza a:les skl i lelannl el ellisr s i momento de torsion
hace para la rotacion:



K = %(ZMR?)w?



¢ Cual es la energia cinética
rotacional del dispositivo que se muestra si rota
con rapidez constante de 600 rpm?

| = >mR?

| =25 kg m?

K=49,300)






cada uno 3 kg 30
cm

| =mR* = (3 kg)(0.2 m)°

A\ | =1 mR* =1 (3 kg)(0.2 m)*

N\

| =0.0600 kg m?







F
\co ®, = 50 rad/s
R=0.20m

., _2F _ 2(40N) o~ _ (50 radis)’
mR (4 kg)(0.2 m) ~ 2a  2(100 rad/s?)

O=12.5rad =1.99 rev




¢ Cual es la aceleracion lineal
de la masa de 2-kg que cae?
Apligue 2a ley de Newton al disco rotatorio:

pero

- T =%Ma

Aplique 2a ley de Newton a la mjisa que cae:

Y5Ma

a=3.92 m/s?



Trabajo = 10

— | |
Potencia=1t ®

Potencia = Momento de torsion x velocidad angular promedio




El disco rotatorio tiene un
radio de 40 cm y una masa de 6 kg.
Encuentre el trabajo y la potencia si la
masa de 2 kg se eleva 20 m en 4 s.

Trabajo =392

=L Potencia =98 W




Fx =Yamv? —Yamv;

0 =%l w? -Vl o]



j \co ®, = 60 rad/s
/ 9 R =0.30 m
Trabajo = AK F=40N

0.36
kg m?

0 =YV’ Yl o

Trabajo = -648 |



cm

cm

<

cm Vem




K = /mv? /\

K= Ylar




puentes

Desplazamiento:

Velocidad:

Aceleracion:




Si debe resolver un parametro lineal, debe convertir
todos los términos angulares a términos lineales:

| =(?)mR?

Si debe resolver un parametro angular, debe convertir
todos los términos lineales a términos angulares:

s=6R V =wR V=aR




Encuentre la velocidad v de un disco dada su energia cinética total E.

Energia total: E = %2mv? + %l &’




Encuentre la velocidad angular ® de un disco dada su energia cinéetica
total E.

Energia total: E = %2mv? + %l o”

E=imv’+ilw®, 1=imR* v=wR
E =1m(wR)’ +1(1mR?)w?; E =imR*®® +1mR’w’

3mMR°w° AE
= or =

E 2
4 3mR




Estrategia para problemas

e Dibuje y etiquete un bosquejo del problema.

* Mencione lo dado y establezca lo que debe

encontrar.
e Escriba formulas para encontrar los momentos de

inercia de cada cuerpo que rota.

e Recuerde conceptos involucrados (potencia,
energia, trabajo, conservacion, etc.) y escriba una
ecuacion que involucre la cantidad desconocida.

® Resuelva para la cantidad desconocida.



Dos tipos de energia:

Ky = 15mv2 K, = %l ?

Energia total: E =%2mv? + %l a”

2
Disco:.  E =LHomv? +1/2(1/sz2)[ V2 j

Aro:  E =Ymv? +1/2(mR2)



Sin embargo, ahora debe considerar la rotacion.

Inicio: (U + K, + K;;) , = Fin: (U + k,+ ks

. J . J
111971, r11411;
Yl Y la)7

I
AT ATV




Encuentre la velocidad de la masa de 2
kg justo antes de golpear el suelo.

e /
olr

g, I

A-’OJO A_/_(Uf.

Y ATV Y ATV T
mgh, =i mv* + 1o |—%I\/IR2

(

2080 =2V +2 (O




20 m

mgh, = Y2mv? + 2l@?>  Aro: | = mR?

2
mgh, =%2mv’ +1/z(mR2)£%.j

v=Jgh, = \/(9.8 m/s*)(20 m) Aro:

. : — 2
Disco: | =%mR2; mgh, = Y2amv- + Y2l »? V= \/% gho

2

Al V

—1 2 1 (LomR?) | —
mgh, =Yamv* +¥%(Y2mR )(sz v =16.2 m/s




L=(2mr’) o



Encuentre la cantidad de movimiento
angular de una barra delgada de 4 kg y 2 m de
longitud si rota en torno a su punto medio con

una rapidez de 300 rpm.

min 1 rev 60 s

L =1315 kg m?/s

| =1.33 kg m?

e (3oore—vj( o7 radj(l m'”j _31.4 rad/s

v



FAt=mv, —mv,

TAt=lw; — o,



Una fuerza de 200 N se aplica al borde de una
rueda libre para girar. La fuerza actua durante 0.002 s. ¢Cual
es la velocidad angular final?

[ =0.32 kg m?

Impulso = cambio en cantidad de movimiento angular

FRAt (200 N)(0.4 m)(0.002 s)
O, = = 5 ®; = 0.5 rad/s
l 0.32 m




En ausencia de momento de torsion externo, se conserva
la cantidad de movimiento rotacional de un sistema (es
constante).

/f(()f = [Oa)o

o @, _ (2 kg - m?)(600 rpm)
I B 6 kg-m? f




Cantidad Lineal Rotacional

Desplazamiento Desplazamiento x Radianes 6
Inercia Masa (kg) I (kg-m?)

Fuerza Newtons N Momento de
torsion N'm

—_

Velocidad V. "m/s” ® Rad/s

ﬁ

Aceleracion a "m/s2 " o Rad/s?

Cantidad de mv (kg m/s) Iw (kg-m?-rad/s)
movimiento




F =ma T=la
K = Yamv? K =%la?
Trabajo = Fx Trabajo = 760

Potencia = Fv Potencia = lw

Fx = YmveZ-omv2 | 10 = Yel o - Y2l @,




2 P .

2 . 0
2'9 1/2|6()f 1/2|a)O Potenua:Tt:ra)

- J P—
1, ol 7
1y Z Y ) 2
72l YAlor

Z

AT ATV







